Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind grundlegende Eigenschaften dyna-
mischer Systeme, die die Losbarkeit von Regelungsaufgaben entscheidend
beeinflussen. Beide Eigenschaften werden in diesem Kapitel ausfiihrlich be-
handelt. Wie eine graphentheoretische Analyse zeigt, werden sie hauptsich-
lich durch die Struktur des betrachteten Systems bestimmt.

3.1 Steuerbarkeit

3.1.1 Problemstellung und Definition der Steuerbarkeit

Bei der Losung jeder Regelungsaufgabe steht die Frage, ob das gegebene System
durch die EingangsgroBe w(t) in der gewiinschten Weise beeinflusst werden kann.
Was ,,gewiinschte Weise heifit, kann in einzelnen Anwendungsfillen sehr unter-
schiedlich sein. Erfiillbar sind die meisten Giiteforderungen jedoch nur dann, wenn
das System durch eine entsprechende Wahl der EingangsgroBe w(t) im Zustands-
raum von einem beliebigen Anfangszustand x( in einen beliebigen Endzustand .
gebracht werden kann. Ein System, bei dem dies gelingt, wird vollstindig steuerbar
genannt. Dieser Abschnitt ist einer eingehenden Analyse dieser wichtigen regelungs-
technischen Eigenschaft gewidmet.

Zunichst muss die soeben skizzierte Eigenschaft noch etwas genauer beschrie-
ben werden. Da sich der Systemzustand in Abhédngigkeit vom Verlauf der Eingangs-
grofle iiber ein bestimmtes Zeitintervall dndert und da auerdem die genannte Zu-
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standsiiberfithrung in endlicher Zeit abgeschlossen sein soll, wird im Folgenden das
Systemverhalten im Zeitintervall

0<t<t, bzw. te|0,t.]

betrachtet und die dabei verwendete EingangsgroBe mit wg ¢, bezeichnet. Mit dem
Symbol (g ;] soll hervorgehoben werden, dass jetzt nicht der Wert des Eingangs-
vektors zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, sondern der Verlauf im angegebenen Zeit-
intervall von Interesse ist.

Da im Folgenden die Wirkung der Eingangsgrofe auf den Systemzustand be-
trachtet wird, ist nur die Zustandsgleichung

Y @(t) = Ax(t) + Bu(t), =(0)=xo (3.1)

mafgebend. Das System kann deshalb auch durch die Angabe der beiden Ma-
trizen A und B, also entsprechend der bereits verwendeten Schreibweise durch
(A, B) abgekiirzt werden.

Definition 3.1 (Steuerbarkeit)

Ein System X heifit vollstindig steuerbar, wenn es in endlicher Zeit t. von je-
dem beliebigen Anfangszustand x( durch eine geeignet gewdhlte Eingangsgrifie
w4, in einen beliebig vorgegebenen Endzustand x(t.) iiberfiihrt werden kann.

Man sagt dann auch, dass das Paar (A, B) vollstindig steuerbar ist.

Steuerbarkeit in den Nullzustand. Um die Eigenschaft der vollstindigen Steuer-
barkeit zu priifen, muss entsprechend der Definition die Zustandsiiberfithrung zwi-
schen beliebigen Zustandspaaren (0) = x( und x(t.) = . untersucht werden.
Aus der Bewegungsgleichung (2.29), die hier fir C = I und D = O verwendet
wird, erhilt man

te
T, = o Ate Ty + /eA(te —7) Bu(r) dr
0

und nach Umstellung
te
/eA(tC =) Bu(r) dr = xe — @, (3.2)
0

mit
=e Ate xo.

Da x ein beliebiger Vektor sein kann und e Ate gine regulédre Matrix ist, ist auch x,
ein beliebiger n-dimensionaler Vektor. Das System ist also genau dann vollstindig

La
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steuerbar, wenn das Integral auf der linken Seite von GI. (3.2) durch eine geeignete
Wahl von u|g ;) einen beliebig vorgegebenen Vektor x. — x, = @y darstell_t.. Genau
diese Forderung ist aber bereits dann zu erfiillen, wenn nicht jede beliebige Uberfiih-
rung von xg nach x., sondern lediglich die Uberfiihrbarkeit des Systems von einem
beliebigen Anfangszustand xy in den Nullzustand . = 0 untersucht wird, weil
auch damit beliebige Vektoren

T = Le — Ly = —€ Atemo
dargestellt werden konnen. Die folgenden Betrachtungen konnen sich also ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit auf den Fall . = 0 beschrinken.
Umgekehrt kann die Analyse des Systems auch auf die Frage beschrinkt wer-
den, ob das System vom Ruhezustand &y = O in einen beliebigen Endzustand x,
iiberfiihrt werden kann. Wenn dies moglich ist, ist das System vollstindig steuerbar.

Steuerbarkeit und vollstiindige Steuerbarkeit. In der Definition 3.1 wird nicht
nur die Eigenschaft der Steuerbarkeit, sondern die der vollstindigen Steuerbarkeit er-
klért. Das Attribut ,,vollstandig® bezieht sich dabei auf die Tatsache, dass das System
zwischen beliebigen Anfangs- und Endzustinden umgesteuert werden kann.

Wenn das System X nicht vollstiandig steuerbar ist, so erhebt sich die Frage, ob es
dann wenigstens zwischen ausgewéhlten Zustinden g und . umgesteuert werden
kann. Auf diese Frage wird im Abschn. 3.1.5 ausfiihrlich eingegangen. Es wird dort
gezeigt, dass xp und x, in einem Unterraum des Zustandsraumes liegen miissen.

Wenn es keine Verwechslungen geben kann, wird im Folgenden an Stelle von
,.vollstindig steuerbar* haufig nur von ,,steuerbar® gesprochen.

Steuerbarkeit und Erreichbarkeit. In der Literatur wird hdufig zwischen der
Steuerbarkeit und der Erreichbarkeit unterschieden. Wihrend man fiir die Steuer-
barkeit fordert, dass das System von einem beliebigen Anfangszustand aus in den
Nullzustand iiberfithrt werden kann, ist mit der Eigenschaft der Erreichbarkeit die
Moglichkeit verbunden, das System vom Nullzustand in einen vorgegebenen Endzu-
stand zu steuern. Beide Eigenschaften fallen bei den hier betrachteten linearen zei-
tinvarianten Systemen offenbar zusammen, denn in beiden Fillen muss das Integral
in GI. (3.2) einen beliebigen Vektor annehmen konnen.

Sobald aber das System zeitverdanderlich oder gar nichtlinear ist, unterscheiden
sich beide Eigenschaften.

3.1.2 Steuerbarkeitskriterium von KALMAN

Die vollstindige Steuerbarkeit eines Systems X kann mit dem von KALMAN! vor-
geschlagenen Kriterium gepriift werden. Dieses Kriterium bezieht sich auf die Steu-
erbarkeitsmatrix

! RUDOLF EMIL KALMAN (1930 — 2016), amerikanischer Mathematiker, leistete bedeuten-
de Beitrdge zur mathematischen Systemtheorie und entwickelte zusammen mit RICHARD
Bucy das sogen. Kalmanfilter.
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Ss=(B AB A’B .. A" 'B), (3.3)

die eine (n x n - m)-Matrix ist. Wenn das System nur eine Eingangsgréfe hat, ist die
Matrix Sg quadratisch.

Satz 3.1 (Steuerbarkeitskriterium von KALMAN)
Das System XY= (A, B) ist genau dann volistindig steuerbar, wenn die Steuer-
barkeitsmatrix Ss den Rang n hat:

Rang Ss = n. (3.4

Beweis. Im Folgenden wird dieses Kriterium bewiesen, wobei beim Nachweis der Not-
wendigkeit der angegebenen Bedingung offensichtlich wird, warum die Steuerbarkeit durch
den Rang der angegebenen Matrix bestimmt wird. AnschlieBend wird eine Steuerung w (o 4,
angegeben, mit der das System von xg nach . umgesteuert werden kann, womit gleich-
zeitig die Hinldnglichkeit des Kriteriums nachgewiesen wird.

Notwendigkeit der Bedingung (3.4). Damit das System X' vollstindig steuerbar ist, muss
es eine Steuerung u[g ;) geben, durch die das Integral in Gl. (3.2) einen beliebig vorgege-
benen Vektor . — x, darstellt. Gilt insbesondere . = 0, so muss der Eingangsvektor die
Bedingung

te

/eA(te ) Bu(r) dr = —eAte xo

0

erfiillen. Diese Gleichung kann folgendermaB3en umgeformt werden:
te te
—eAtC rg = /eA(tC —) Bu(r) dr = eAtC /eiAT Bu(r) dr
0 0

te
—xy = /eiAT Bu(r) dr.

0

Die weitere Umformung verwendet die Definitionsgleichung (I-5.10) fiir die Matrixexponentialfunktion.
Man erhilt

te te te
2
—xy = B/u(T) dT*AB/Tu(T) dT+A2B/;—'u(T) dr — ...
0 0 0

= Buo+ ABui1 + ... + A"Bu, + A" ' Buny1 + ... (3.5)

mit den Abkiirzungen

w; = (=1)" [ —u(r)dr, i=0,1,2,..



3.1 Steuerbarkeit 69

Die Summe (3.5) stellt eine Linearkombination der Spalten von B, AB, A?B usw. dar,
deren Koeffizienten die Elemente der Vektoren w; sind und die folglich durch die Funk-
tion u[g ¢, bestimmt werden. Ein beliebiger Vektor xo kann nur dann durch geeignete
Wahl von ug 4] durch diese Summe erzeugt werden, wenn die Spalten der angegebenen
Matrizen den n-dimensionalen Raum aufspannen. Mit anderen Worten, die aus den ange-
gebenen Matrizen gebildete Matrix

(B AB A’B..A"'B A"B A""'B ..) (3.6)

muss den Rang n besitzen.

Dass in die Steuerbarkeitsmatrix S's nach Gl. (3.3) nur die ersten n Matrizen einge-
hen, ist durch das Cayley-Hamilton-Theorem (A2.43) begriindet. Demnach kénnen A™
und alle hoheren Potenzen von A als Linearkombinationen der niedrigeren Potenzen dar-
gestellt werden. Die Matrizen A™ B, A™"! B usw. liefern also keine von den Spalten der
niedrigeren Potenzen A°B, (i = 0,1,...,n — 1) linear unabhingigen Spalten. Damit ist
erklirt, warum die Bedingung (3.4) notwendig fiir die vollstindige Steuerbarkeit des Sys-
tems Y= (A, B) ist. O

Bestimmung von u( ;). Wenn die Bedingung (3.4) erfiillt ist, so kann man das
System durch die Steuerung

Umsteuerung des Zustands von (0) = x¢ nach x(te) = e
T (3.7)
ujo,)(t) = —BTeA (e =D pt (e Ale g — mc> , 0<t<t,
mit
* Atppr ATt
W = / e““*BB"e dt (3.8)
0

von einem beliebigen Anfangszustand x in einen beliebigen Endzustand «. iiberfiih-
ren. Dass dies so ist, erkennt man sofort, wenn man die angegebene Steuerung in die
Bewegungsgleichung einsetzt. Die Matrix Wg ist invertierbar, wenn die Steuerbar-
keitsbedingung (3.4) erfiillt ist, womit auch die Hinldnglichkeit dieser Bedingung
gezeigt ist.

Steuerbarkeitsanalyse mit Hilfe der gramschen Matrix. Die in Gl (3.8) de-
finierte Matrix Wg heiit GRAMsche Matrix oder gramsche Steuerbarkeitsmatrix.
Man kann mit einer dhnlichen Argumentation wie bei Gl. (3.5) zeigen, dass diese
Matrix fiir eine beliebige Endzeit . > 0 genau dann positiv definit und folglich
reguldr ist, wenn das Kalmankriterium (3.4) erfiillt ist.

Fiir t. = oo kann die Matrix

oo T
W = / cAtBBTeA gy
0

aus der Gleichung
AWy + W AT = —BBT (3.9)
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berechnet werden. Dies ist eine Ljapunowgleichung, die beim Optimalreglerentwurf
eine grofe Rolle spielt und fiir die es deshalb gut entwickelte Losungsalgorithmen
gibt (vgl. Gl (7.17) auf S. 302).

Wenn das System XY= (A, B) vollstindig steuerbar ist, so kann man viele ver-
schiedene Steuerungen w(g ;.| angeben, mit der die betrachtete Umsteuerungsauf-
gabe gelost wird. Die angegebene Steuerung (3.7) ist eine besonders gute Losung
dieses Problems, denn sie bewirkt die Umsteuerung mit minimaler Energie

Jus) = /0 " T (B)u(t)dt.

Deshalb weist diese Steuerung auf einige Aspekte der Steuerbarkeit linearer Systeme
hin:
e Wenn ein System vollstidndig steuerbar ist, so kann die Umsteuerung von einem

beliebigen Anfangszustand xg in einen beliebigen Endzustand x. in beliebig
kurzer Zeit t, vorgenommen werden.

e Je kleiner die zur Verfiigung stehende Zeit ¢, ist, umso grofere Stellamplituden
sind notwendig, denn umso kleiner sind die Elemente der Matrix Wg und umso
groBer folglich die Elemente von W L

Beispiel 3.1 Steuerbarkeit gekoppelter Riihrkesselreaktoren

Es soll untersucht werden, ob die gekoppelten Riihrkessel aus Aufgabe I-5.5 vollstindig
steuerbar sind. Das Zustandsraummodell fiir die Regelstrecke lautet

Riihrkessel : (3.10)
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(vgl. S. 1-639). EingangsgroBe ist die Konzentration co(t) des Stoffes A im Zulauf des
ersten Reaktors. Die beiden Zustandsvariablen stellen die Konzentrationen des Stoffes A
in den beiden Reaktoren dar (Abb. 3.1). F' bezeichnet den konstanten Volumenstrom durch
beide Reaktoren, V7 und V> das Volumen der Reaktoren.

Die Steuerbarkeitsmatrix heil3t

£ _F?
Vi V2
Ss =
P2
ViVa

Sie ist fiir beliebige positive Parameter F', V; und V3 regulér, d. h., die Riihrkesselreaktoren
sind vollstdndig steuerbar. Nur fiir F' = 0 ist die Steuerbarkeit nicht gewéhrleistet. Dies ist
physikalisch dadurch begriindet, dass in diesem Fall keine Fliissigkeit durch die Reaktoren
flieBt und sich die Konzentrationen folglich nicht verdndern konnen.

. mol 10} ‘ ‘ ‘
1 1n T 5 |
0 :
- mol 10 ‘ ‘ ‘
To in 5 —
0 \
mol 50
— 0
1 50 L
-100 + \
0 1 2
t in min

Abb. 3.2: Steuerung der Riihrkesselreaktoren in den vorgegebenen Zustand

Fiir die Parameter F = 2 =, Vi = 61und V5 = 11ist die Steuerung nach Gl. (3.7)

min’

F F
T 1 i
upo,2)(t) = £ 0) 4 21 wg! mit A" = v
Vi 5 0o —-E
Va
0,333 2
o o) @Y [ arar 5323\ (1
— (0,333 0) e
5323 7205 ) \5
(—0,333 2 )t
- _ _218,7
— (0,171 0,198) e 0 =2
307

in Abb. 3.2 zusammen mit dem Konzentrationsverlauf in beiden Reaktoren fiir den Fall
dargestellt, dass o = 0 gilt und als Zielzustand ze = x(2) = (122 5 2)T yorge-
geben ist. Alle Konzentrationen werden in mTOl gemessen. Erwartungsgemil erreicht das

System zur Zeitt = to = 2min den vorgegebenen Zustand x.. Das Beispiel zeigt jedoch
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auch, dass der durch den vorgegebenen Endzustand festgelegte relativ grole Konzentrati-

onsunterschied zwischen z1(2) = 1 2% im linken Behilter und z2(2) = 5 2 im rechten

Behilter nur mit einer sehr grolen Stellgrofie erreicht werden kann. Der Zufluss muss mit
betragsméfig grolen Konzentrationen und mit groen Konzentrationsédnderungen beauf-
schlagt werden.

mol 10}

1 1n 1 5 |

0 1 2
t in min
Abb. 3.3: Steuerung der Riihrkesselreaktoren in den vorgegebenen Zustand

Wenn ein System vollstindig steuerbar ist, so kann es in beliebig kurzer Zeit in den ge-
wiinschten Endzustand iiberfiihrt werden. Abbildung 3.3 zeigt, dass es moglich ist, den hier
betrachteten Endzustand auch zur Zeit . = 1,6 min zu erreichen. Allerdings vergroflert
sich bei einer Verkiirzung der Umsteuerzeit die Stellgrofie.

Diskussion. Das Beispiel der Riihrkesselreaktoren zeigt sehr anschaulich, was die Steu-
erbarkeit nach Definition 3.1 bedeutet und auch was sie nicht bedeutet. Wollte man vom
Standpunkt praktischer Regelungsprobleme definieren, was Steuerbarkeit bedeutet, so wiir-
de man sicherlich von einem steuerbaren System fordern, dass es durch geeignete Wahl der
StellgroBe in einen vorgeschriebenen Zustand gefiihrt werden kann und dann dort verbleibt,
so wie es in Regelungsaufgaben typischerweise gefordert ist. Die Eigenschaft der Steuer-
barkeit nach Definition 3.1 gewihrleistet, dass das System die erste Forderung erfiillt: Steu-
erbare Systeme konnen durch geeignete Wahl der StellgroBen zwischen zwei beliebigen
Punkten ao und x. im Zustandsraum hin- und hergefahren werden.

Die zweite Forderung ist jedoch i. Allg. nicht erfiillt. Mit der Steuerbarkeit ist nicht die
Moglichkeit verbunden, das System im vorgegebenen Endwert x. festzuhalten. In Abb. 3.2
ist zu sehen, dass das System den Zustand x. nicht beibehilt. Auch wenn man die Steue-
rung u(¢) fiir ¢ > 2min anders festlegt als durch Gl. (3.7), verldsst das System den vor-
gegebenen Endzustand wieder. Um in den gekoppelten Riihrkesselreaktoren ein Konzen-
trationsgefille, wie es durch . = (1 "‘1—01 5 %"I)T vorgeschrieben ist, tiber ldngere Zeit
aufrechterhalten zu konnen, ist mehr als die eine Stellgrofle notwendig, die hier zur Verfii-
gung steht.

Diese Beobachtung gilt allgemein. Bei einem iiber eine Eingangsgrofie u vollstindig
steuerbaren System reicht tatsidchlich diese eine Stellgrole v aus, um das System in einen
beliebigen Punkt x. des n-dimensionalen Zustandsraumes zu iiberfiithren. Die Steuerbarkeit
sichert jedoch nicht, dass das System dort durch geeignete Wahl von u gehalten werden
kann. Um dies zu ermdglichen, sind n Stellgroien notwendig.
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Auf einen zweiten Aspekt soll am Beispiel der Riihrkesselreaktoren hingewiesen wer-
den. Die Moglichkeit, ein steuerbares System zwischen beliebigen Zustidnden und in belie-
big kurzer Zeit umzusteuern, ist durch die Linearitit des Modells begriindet. Sobald man
die Stellgrolenbeschriankungen beriicksichtigt, wird die Menge der erreichbaren Zustinde
eingeschridnkt. So kann man bei den Riihrkesselreaktoren keine negativen Konzentratio-
nen einstellen. Da u andererseits Abweichungen von einem Arbeitspunkt 4 beschreibt, ist
fuir die Riihrkesselreaktoren die angegebene EingangsgroBe nur dann realisierbar, wenn die
Konzentration im Arbeitspunkt % so hoch liegt, dass die negativen Werte von v immer noch
positiven Konzentrationswerten im Zulauf entsprechen. Wird die Endzeit vergrofert und lie-
gen die Konzentrationen im Endzustand nicht zu weit auseinander, so kann der gewiinschte
Endzustand auch mit wesentlich kleineren Stellamplituden erreicht werden. Die mit dem
linearen Modell erhaltenen Aussagen sind dann auch unter Beriicksichtigung der durch die
StellgroBenbeschrankungen entstehenden, jedoch nicht aktiven Nichtlinearitdten giiltig. O

Umsteuerung mit stiickweise konstanter StellgroBe. Die Definition der Steuer-
barkeit bezieht sich auf die Existenz einer Funktion w(g .}, durch die das System
vom Zustand x( in einen vorgegebenen Endzustand x. iiberfithrt wird, sagt aber
nichts dariiber aus, wie man eine solche Funktion finden kann. Mit Gl. (3.7) wur-
de zwar bereits eine derartige Funktion angegeben, aber diese Gleichung ist schwer
interpretierbar und gibt keine intuitiv verstindliche Antwort auf die Frage, wie der
StellgroBenverlauf fiir die gestellte Umsteuerungsaufgabe gew#hlt werden muss.
Die folgenden Untersuchungen sollen diese Frage beantworten. Fiir das System

Y oa(t) = Ax(t) + bu(t), =(0)=x

mit einer EingangsgroBe u(t) wird gezeigt, wie die Amplituden einer stiickweise
konstanten Stellgrofe zu wihlen sind, damit das System den Endzustand @(t.) = .
annimmt. Entsprechend Abb. 3.4 gelten fiir den hier betrachteten Stellgroenverlauf
die Beziehungen

’U,(t) =u; fir ¢; <t <ti+1, Z.ZO,].,...,’H,*]..
Die Amplituden ug, uj, ..., 4,1 sind so zu bestimmen, dass sich das System zum

Zeitpunkt ¢, im gewiinschten Endzustand befindet.

u A

U

t(] =0 51 ty tJ tn t

Abb. 3.4: Stiickweise konstante Stellgrofie
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Fiir die stiickweise konstante Stellgroe erhélt man den Zustand zur Zeit ¢ aus
der Gleichung

x(t,) = e Cmo—i—/ Alt deu0+/ Alt 7-)deul
b, b,
+ ... —|—/tn eA(te_T)deun_l.
tn—1
b,

Die Forderung x(t.) < x, fiihrt damit auf die Beziechung

Uo

u1
Te eazo Zplul =(py P1 - Pp_1) : . 3.11)

Un—1

Wenn die aus den Vektoren p, zusammengesetzte Matrix invertierbar ist, erhilt man
die gesuchten Amplituden der Stellgrofle wie folgt:

Uo

U1
=Py P1 - Pp1) (we - eAtefBO) . (3.12)

Unp—1

Mit einer dhnlichen Argumentation wie bei Gl. (3.5) kann man zeigen, dass es fiir
alle Systeme X' = (A, B) , die das Kalmankriterium (3.4) erfiillen, moglich ist, Zeit-
punkte ¢;, (i = 0, 1,...,n — 1) so festzulegen, dass die inverse Matrix existiert. Folg-
lich gilt:

Wenn ein System X' = (A, B) vollstindig steuerbar ist, so gibt es fiir jede End-
zeit . und jeden Endzustand x. eine stiickweise konstante Eingangsgrofe, mit
der das System in den Endzustand x(t.) = x. tiberfiihrt wird.

Gleichung (3.11) zeigt, wie der StellgroBenverlauf zu wihlen ist. Der auf der
linken Seite stehende Vektor

P =T, — eAtemO (3.13)
beschreibt die Differenz zwischen dem gewiinschten Endzustand und dem Zustand,
den das System aufgrund seiner Eigenbewegung zur Zeit t, annimmt. Durch die
Wahl der Stellgrofe muss die erzwungene Bewegung zur Zeit t, den Wert dieser
Differenz annehmen, wobei der Vektor p als Linearkombination der Vektoren p;
darstellt wird. Damit dies fiir beliebige Zustidnde xy und x. moglich ist, miissen die
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Vektoren p; den n-dimensionalen Raum aufspannen. Dies wird bei vollstindig steu-
erbaren Systemen durch die Wahl der Umschaltzeitpunkte ¢; der stiickweise konstan-
ten EingangsgrofBe gesichert. Die Stellamplituden u; sind dann gerade die Faktoren
in der auf der rechten Seite von GI. (3.11) stehenden Linearkombination.

Die Wahl der Stellgrole dient also dem Ziel, das System in n Zeitinterval-
len [t;,t;i+1], (0 = 0,1,...,n — 1) entlang der Vektoren p, so zu bewegen, dass die
gesamte Bewegung zum Zeitpunkt ¢, gerade dem Vektor p entspricht. Dabei geben
die Amplituden u; der StellgroBe die ,Linge* der Bewegung an.

D Diuy

i )

-

=0 il

Abb. 3.5: Uberfiihrung eines Systems zweiter Ordnung in den Endzustand x.

Abbildung 3.5 zeigt diesen Sachverhalt fiir ein System zweiter Ordnung mit
xo = 0. Die durchgezogene Linie stellt die Bewegung des Systems im Zustandraum
dar. Zur Zeit ¢; befindet sich das System im Zustand z(¢1) = ¢ + pouo. Um vom
Anfangszustand zum Endzustand x, zu kommen, wird das System entlang der bei-
den Vektoren p, und p; bewegt. Wenn diese beiden Vektoren linear unabhingig
sind, kann durch eine geeignete Wahl von g und u; ein beliebiger Punkt im zwei-
dimensionalen Zustandsraum angesteuert werden.

Beispiel 3.1 (Forts.) Steuerbarkeit gekoppelter Riihrkesselreaktoren

Fiir die gekoppelten Riihrkesselreaktoren wird wie bisher mit te = 1,6 min sowie mit
der willkiirlich gewihlten Zeit 1 = 1 min gearbeitet. Durch eine geeignete Festlegung
von uo und u; soll das System aus dem Nullzustand in den Zustand . = (1 22 5 2el)T
gesteuert werden.

Mit den angegebenen Parametern erhilt man die Vektoren

0,232 d 0,181
= un =
Po=1\ 0,226 Pr=1\ 001 )"
die linear unabhiéngig sind. Folglich kann jeder beliebige Endzustand durch eine geeignete
Wahl von up und u; erzeugt werden. Fiir den hier betrachteten Zustand . erhélt man aus

Gl. (3.11) die Werte
uo = 36,03 und w; = —40,62.

Das Verhalten der Reaktoren unter dem Einfluss dieser Steuerung ist in Abb. 3.6 dargestellt.
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mol 10 ¢
1 1n T 5 |
0
. mol 10+
T9 1N T 5
0
50 ‘ 1
SN N —
I 50 | L
-100
0 1 2
t in min
Abb. 3.6: Umsteuerung der Riihrkesselreaktoren mit stiickweise konstanter
Eingangsgrofie
5t
. mol
9 in —
1
0t

0 5 10
21 in mol/1

Abb. 3.7: Darstellung der Umsteuerung im Zustandsraum

Abbildung 3.7 zeigt, wie sich das System mit der stiickweise konstanten Stellgrofie
bewegt. Die angegebenen Pfeile entsprechen den Vektoren p,uo und p,u1 aus Abb. 3.5.

Wiihrend der Vektor p aus GI. (3.13) nur von der gewihlten Endzeit ¢. abhidngt und fiir
das hier behandelte Beispiel wegen des verschwindenden Anfangszustands mit dem Endzu-
stand iibereinstimmt (p = x.), beeinflusst die Wahl des Zeitpunktes ¢1 die Vektoren p, und
p, - Diese Vektoren sind fiir unterschiedliche Werte von ¢; in Abb. 3.8 dargestellt, wobei die
Linien vom Anfangszustand @ zu dem durch einen Stern gekennzeichneten Zustand x(¢1)
die Vektoren p,uo und die Linien vom Stern zum Endzustand . die Vektoren p, u; repri-
sentieren. Die iiber den mit ¢; = 1 min gekennzeichneten Stern fithrenden Linien entspre-
chen den Pfeilen aus Abb. 3.7. Offensichtlich sind alle hier gezeigten Vektorpaare linear
unabhingig. Das heif3t, dass die Umsteuerung fiir alle hier betrachteten Zeiten ¢1 mit einer
stiickweise konstanten EingangsgrofSe moglich ist. O
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“xe= (1 5)T
s
51 0.5
. mol
Ty in ——
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0.1
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Abb. 3.8: Umsteuerung bei unterschiedlicher Wahl des Zeitpunktes ¢1 (in
Minuten)

Anwendung des Kalmankriteriums. Die Steuerbarkeitsbedingung (3.4) kann bei
Systemen X~ = (A, b) mit einem Eingang durch die Berechnung der Determinante
iiberpriift werden, wobei

det Sg #0

gelten muss. Fiir Systeme X~ = (A, B) mit mehreren Eingéngen ist die Rangbestim-
mung nicht ganz so einfach. Man kann hier ausnutzen, dass der Rang einer rechte-
ckigen Matrix S gleich der Anzahl der von null verschiedenen Singuldrwerte o;(S')
ist (vgl. Gl. (A2.56)). Damit die Matrix Ss den Rang n hat, muss also die (n X n)-
Matrix SgS g vollen Rang haben, was auf die Bedingung

det SsST #0
fiihrt.

Steuerbarkeitsindizes. Das Kalmankriterium fordert, dass es in der Steuerbar-
keitsmatrix Sg n linear unabhingige Spalten gibt. Fiir Systeme mit einem Eingang
werden diese Spalten durch b und die Produkte Ab, A%p, .., A" b gebildet. Bei
Mehrgroflensystemen braucht man aufler der Matrix B u. U. gar nicht alle Produk-
te AB, A’B, ..., A" ' B, um diese n linear unabhingigen Spalten zu finden. Es
reicht moglicherweise, wenn in die Steuerbarkeitsmatrix Ss nur v Teilmatrizen ge-
schrieben werden, das Kalmankriterium also bereits in der Form

Ss(v)=(B AB .. A" 'B)
erfiillt wird. Die kleinste Zahl v, fiir die
Rang Ss(v) =n

gilt, wird als Steuerbarkeitsindex bezeichnet.
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Man kann diese Untersuchungen noch etwas verfeinern, indem man den Beitrag
betrachtet, den die einzelnen Spalten b; der Matrix B zum Rang der Steuerbarkeits-
matrix leisten. Dafiir kann man zunéchst die Spalten der Steuerbarkeitsmatrix S
so umordnen, dass zuerst alle mit b; gebildeten Spalten stehen, dahinter die mit bs
gebildeten usw.

Sg = (by Ab; .. A" by by Aby ... A" 'by .. by Aby, ... AV 'by,).

Diese Umformung éndert nichts am Rang der Matrix, so dass das Kalmankriterium
auch auf die neu entstandene Matrix angewendet werden kann.

Ist der Rang der Matrix Sg gleich n, so gibt es eine Menge von n linear unab-
hiingigen Spalten dieser Matrix. Man kann diese Spalten auf unterschiedliche Weise
auswihlen. Wie viele Spalten davon zum Eingang u; gehoren, héngt davon ab, wie
viele der Produkte A’b;, ( j=0,1,...,n — 1) untereinander linear unabhingig sind.
Die Anzahl dieser linear unabhingigen Spalten wird als KRONECKER-Index v; des
i-ten Eingangs bezeichnet. v; ist also die kleinste Zahl, fiir die der Vektor A" b;
von den Vektoren b;, Ab;, A%b;, ..., AV' b, linear abhingig ist, wihrend diese v;
Vektoren untereinander linear unabhingig sind.

Man kann nun insgesamt n linear unabhingige Spalten der Matrix S auf fol-
gende Weise auswihlen. Zuerst wihlt man r; 4+ 1 unabhingige Spalten, die zum Ein-
gang 1 gehoren (r; < v1). Dann verwendet man by sowie weitere zum Eingang 2
gehorenden Spalten, solange diese von den bereits ausgewéhlten Spalten linear un-
abhiingig sind. Wenn noch weitere Spalten notwendig sind, so verwendet man nun
die zum Eingang 3 gehorigen usw. Die entstehende Matrix hat die Form

Ss = (by Aby .. A"b; by Ab, .. A™by ... b,, Ab,, .. A""b,),

wobei gilt
m
Srimn
i=1

und R
Rang Sg = n.

Es gibt i. Allg. mehrere Matrizen Sy, die die angegebene Rangbedingung erfiillen,
denn je nachdem, wie man die Eingiinge nummeriert, veridndert sich die Anzahl r;
der vom i-ten Eingang verwendeten Spalten.

3.1.3 Steuerbarkeit der kanonischen Normalform

Die Steuerbarkeit wird im Folgenden mit Hilfe der kanonischen Normalform des
Zustandsraummodells in Bezug zu den einzelnen Eigenvorgéingen des Systems ge-
setzt. Unter der Voraussetzung, dass die Matrix A diagonalisierbar ist, kann das Mo-
dell (3.1) bekanntlich mit Hilfe der Transformation

Z(t) =V 'a(t) (3.14)
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in die Form (2.5)
Y. &(t) =diag \; (t) + Bu(t), (0)=V 'z, (3.15)

mit B = V! B iiberfiihrt werden.
Da sich die kanonischen Zustandsvariablen nicht gegenseitig beeinflussen, kann
man die Betrachtungen zunéchst auf die i-te Zeile der Gl. (3.15) beschrinken

~T - ~T
wobei b; die i-te Zeile der Matrix B ist. Wenn b; eine Nullzeile ist, bewegt sich
die i-te Zustandsvariable entsprechend der Beziehung

Zi(t) = eM'7;(0)

unabhiingig von der EingangsgroBe und es kann kein beliebiger Endzustand & (t.)
angesteuert werden. Das System ist nicht vollstindig steuerbar.

Der Umkehrschluss, dass das System X = (diag \;, B) vollstindig steuerbar
ist, wenn B keine Nullzeile besitzt, gilt nur unter einer zusitzlichen Voraussetzung
an die Eigenwerte der Matrix A, die zunichst fiir Systeme mit einem Eingang her-
geleitet wird.

Systeme mit einem Eingang. Die Steuerbarkeitsmatrix des Paares (diag A, l~7)
heif3t

Ss (13 diag A b diag A2b ... diag A7 13)
1A A2 LAt

B BRSPS A Vs
= diag b; o ) ,

1 A, A2 anl

n

wobei b; die Elemente des Vektors l:) sind und diag b; eine Diagonalmatrix mit den
Hauptdiagonalelementen blz ba, ..., b, bezeichnet. Das Produkt dieser beiden Matri-
zen ist reguldr, wenn auBer b; # 0, (i = 1,2, ..., n) auch noch

NA N, A (3.16)

gilt, denn die zweite Matrix ist eine vandermondesche Matrix, deren Determinante
sich entsprechend der Beziehung (A2.67) berechnet:

IED VD VAN Wt
DYDY IND Vo
EE I ) || NV W)

i<j

1A, A2 ot
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Das heift, das System X' = (diag A;, l;) ist genau dann vollsténdig steuerbar, wenn b
kein Nullelement enthilt und wenn alle Eigenwerte einfach sind.

Die Bedingung (3.16) kann man folgendermallen interpretieren. Es wird ange-
nommen, dass die Eigenwerte A; und Ay entgegen der Bedingung (3.16) gleich sind
(A1 = A2 = A). Wenn die Matrix A, wie vorausgesetzt wurde, diagonalisierbar ist,
so gibt es zu diesen Eigenwerten zwei linear unabhéngige Eigenvektoren v; und vs.
Fiir diese Eigenvektoren gelte v1b = by # Ound v1b = by # 0, denn ansonsten
wire das System ohnehin nicht vollstéindig steuerbar. Die zugehorigen kanonischen
Zustandsvariablen geniigen den beiden Zeilen

—~

il(t) = A1 t) —|—l~)1u(t)
To(t) = Ao(t) + boul(t)

aus GI. (3.15). Wenn sich das System zur Zeit ¢ = 0 in der Ruhelage befindet, gilt fiir
eine beliebige Steuerung u(t) zwischen den beiden Zustandsvariablen die Beziehung
- bi
ba

Das System kann also nur in keinen Endzustinde . gesteuert werden, fiir die diese
Beziehung gilt. Es ist nicht vollstindig steuerbar.

Aus dieser Betrachtung erhilt man die folgenden Regeln beziiglich der Steuer-
barkeit von Systemen X' = (A, b) mit einer Eingangsgrofe, die fiir einfache Anwen-
dungen sehr niitzlich sind:

e Wenn die Systemmatrix A diagonalisierbar ist und mindestens einen mehrfachen
Eigenwert besitzt, so ist das System mit einer Eingangsgrofe nicht vollstindig
steuerbar.

e Wenn die Systemmatrix A diagonalisierbar ist und das System mit einer Ein-
gangsgrofe vollstindig steuerbar ist, so hat es keine mehrfachen Eigenwerte.

Man sollte jedoch beachten, dass bei einer nicht diagonaldhnlichen Systemmatrix
mehrfache Eigenwerte auftreten konnen, ohne dass dadurch sofort auf die Steuer-
barkeitseigenschaften geschlossen werden kann.

Systeme mit  Eingéingen. Um die Steuerbarkeit eines Systems X~ = (A, B) mit
mehrfachen Eigenwerten und diagonaldhnlicher Systemmatrix zu sichern, miissen
die einzelnen Eingangsvariablen in unterschiedlicher Weise in die Zustandsgleichun-
gen derjenigen kanonischen Zustandsvariablen eingehen, die zu denselben Eigen-
werten gehoren. Wenn

A== ..=X=A

gilt, so sind die ¢ Zustandsgleichungen
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F(t) _ Ny (t) + by u(t).

fiir die Steuerbarkeitsanalyse von Bedeutung. Das System X' = (A, B) ist vollstin-
dig steuerbar, wenn die ¢ Zeilenvektoren

—v!B

untereinander linear unabhingig sind. Da B;F ein m-dimensionaler Zeilenvektor ist,
folgt als notwendige Steuerbarkeitsbedingung daraus, dass die Eigenwerte eines Sys-
tems mit m Eingangsgrofen und diagonaldhnlicher Systemmatrix héchstens m-fach
auftreten konnen.

Diese Untersuchungen sind in dem folgenden Steuerbarkeitskriterium zusam-
mengefasst.

Satz 3.2 (Steuerbarkeitskritgrium von GILBERT)
Das System X = (diag \;, B) ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn die
Matrix B keine Nullzeile besitzt und wenn bei jedem q-fachen Eigenwert die zu-

~T ~
gehorigen q Zeilen b; der Matrix B linear unabhdngig sind.

Steuerbarkeit der Eigenvorgiinge. Die Steuerbarkeit ist in Definition 3.1 als eine
Eigenschaft des gesamten Systems X = (A, B) definiert worden, so dass man bei
der Steuerbarkeitsanalyse nur zu entscheiden hat, ob das System als Ganzes voll-
standig steuerbar ist oder nicht. Die mit dem Zustandsraummodell in kanonischer
Normalform durchgefiihrten Untersuchungen haben nun aber gezeigt, dass die voll-
stindige Steuerbarkeit bedeutet, dass alle kanonischen Zustandsvariablen unabhin-
gig voneinander durch die Eingangsgroflen beeinflusst werden konnen. Wenn das
System nicht vollstindig steuerbar ist, so liegt dies daran, dass eine oder mehrere
kanonische Zustandsvariablen nicht oder nicht unabhéngig voneinander beeinflusst
werden konnen.

Aus diesem Grunde bezieht man hiufig die Steuerbarkeit auf die Eigenvorgén-
ge e *i* bzw. sogar auf die Eigenwerte \; der Matrix A und bezeichnet den Eigenvor-
gang bzw. den Eigenwert als steuerbar oder nicht steuerbar. Sind alle Eigenvorgénge
bzw. Eigenwerte steuerbar, so ist das System vollstindig steuerbar entsprechend De-
finition 3.1. Ist das System nicht vollstindig steuerbar, so gibt es mindestens einen
Eigenvorgang bzw. Eigenwert, der nicht steuerbar ist.

Diese Sprachregelung ist zwar fiir Systeme mit mehrfachen Eigenwerten proble-
matisch, weil es Systeme geben kann, bei denen ein ,,Exemplar* eines mehrfachen
Eigenwertes steuerbar ist, wihrend ein anderes nicht steuerbar ist. Fiir die hier be-
handelten Anwendungen spielen diese Schwierigkeiten jedoch keine Rolle.

Vorteilhaft ist der Bezug der Steuerbarkeitseigenschaft zu den Eigenwerten vor
allem bei nicht vollstindig steuerbaren Systemen. Man kann dann iiberpriifen, wel-
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che Ursachen das Fehlen der vollstindigen Steuerbarkeit hat und welche Auswir-
kungen auf das Regelkreisverhalten daraus abgeleitet werden konnen. Gegebenen-
falls weil man auch, wie man die fehlende Steuerbarkeit durch Verdnderung der
Eingriffsmoglichkeiten in das System beheben kann.

Man sollte jedoch darauf achten, dass die Steuerbarkeitseigenschaft den Eigen-
vorgéingen und Eigenwerten zugeordnet ist und man nur bei der kanonischen Nor-
malform auch von der Steuerbarkeit einzelner Zustandsvariabler x; sprechen kann.

Aufgabe 3.1 Steuerbarkeit von Systemen mit mehrfachen Eigenwerten

Betrachten Sie ein System mit m Eingéngen, das einen p-fachen Eigenwert A besitzt.
Beweisen Sie, dass folgende Aussagen richtig sind:

e Das System kann nur dann vollstindig steuerbar sein und gleichzeitig eine diagonalidhn-
liche Systemmatrix A besitzen, wenn die Vielfachheit p des Eigenwertes die Anzahl der
Einginge nicht iibersteigt (p < m).

e Wenn die Vielfachheit des Eigenwertes die Anzahl der Eingénge iibersteigt (p > m), so
ist das System entweder nicht vollstindig steuerbar oder es hat keine diagonaldhnliche
Systemmatrix.

Untersuchen Sie anhand dieser Aussagen die Steuerbarkeit der Reihenschaltung und der
Parallelschaltung zweier PT1-Glieder mit gleichen Zeitkonstanten. O

3.1.4 Steuerbarkeitskriterium von HAUTUS

In diesem Abschnitt wird das von HAUTUS vorgeschlagene Steuerbarkeitskriterium
abgeleitet. Es ermoglicht nicht nur den Test, ob das System vollstindig steuerbar ist,
sondern es gibt gegebenenfalls auch an, welche Eigenwerte nicht steuerbar sind. Das
Kriterium ist #quivalent dem Kalmankriterium, wie folgende Uberlegung zeigt.

Wenn das System X' = (A, B) nicht vollstéindig steuerbar ist, so sind die n Zei-
len der Steuerbarkeitsmatrix Sg linear abhingig und es gibt einen n-dimensionalen
Zeilenvektor g7, fiir den das Produkt

¢'Ss=q" (B AB .. A" 'B) =0"
einen n - m-dimensionalen Nullvektor darstellt. Dabei gilt insbesondere
qg*B=0", (3.18)

wobei 0T ein m-dimensionaler Nullvektor ist. Da die ersten n Potenzen von A linear
unabhiingig sind, stellen die Produkte g~ A" linear unabhingige Zeilenvektoren dar.
Damit das Produkt g* Ss verschwindet, muss g ein Linkseigenvektor von A sein:

q'A=)\q".

A stellt dabei einen beliebigen Eigenwert von A dar.
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Damit das System vollstidndig steuerbar ist und deshalb die angegebenen Be-
dingungen nicht erfiillt sind, darf also fiir keinen Eigenvektor von A die Bezie-
hung (3.18) gelten. Dieser Sachverhalt wird im Steuerbarkeitskriterium von Hautus
gefordert: Das System X' = (A, B) ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn die
Bedingung

Rang(A\I — A B)=n (3.19)

fiir alle komplexen Werte A erfiillt ist. In der zum Test herangezogenen Matrix ste-
hen die Matrizen A\I — A und B nebeneinander, so dass es sich hierbei um eine
(n X n + m)-Matrix handelt.

Man kann dieses Kriterium vereinfachen, weil die Rangbedingung (3.19) fiir alle
Werte von )\, die nicht mit Eigenwerten von A iibereinstimmen, erfiillt ist, denn
fiir diese A hat bereits die links stehende Matrix AI — A den geforderten Rang n.
Die angegebene Bedingung muss deshalb nur fiir die n Eigenwerte A\;{ A} gepriift
werden.

Satz 3.3 (Steuerbarkeitskriterium von HAUTUS)
Das System X = (A, B) ist genau dann vollstindig steuerbar, wenn die Bedin-
gung

Rang(MI — A B)=n (3.20)

fiir alle Eigenwerte \;, (i = 1,2, ...,n) der Matrix A erfiillt ist.

Vergleicht man das Kalmankriterium mit dem Hautuskriterium, so wird offen-
sichtlich, dass bei Anwendung der Bedingung (3.4) der Rang einer (n x n-m)-Matrix
bestimmt werden muss, wihrend die Bedingung (3.20) die Uberpriifung des Ranges
von n Matrizen der Dimension (n x n + m) erfordert, wobei zuvor die Eigenwer-
te der Matrix A zu bestimmen sind. Trotz dieses vergleichsweise groBen Aufwan-
des, den das Hautuskriterium mit sich bringt, ist dieses Kriterium aus zwei Griinden
hiufig das zweckmiBigere. Erstens kann man das Hautuskriterium meist auch dann
anwenden, wenn die Matrizen A und B Parametersymbole enthalten, die Elemente
dieser Matrizen also nicht zahlenméBig, sondern beziiglich ihrer Abhzngigkeit von
bestimmten Systemparametern vorgegeben sind. Zweitens weist das Hautuskriteri-
um darauf hin, welche Eigenwerte gegebenenfalls nicht steuerbar sind.

Das Hautuskriterium zeigt aulerdem, dass die nicht steuerbaren Eigenwerte auch
Eingangsentkopplungsnullstellen des Systems sind. Beide Bezeichnungen konnen
synonym verwendet werden. Sie wurden getrennt voneinander eingefiihrt, wobei die
Entkopplungsnullstellen im Abschn. 2.5.3 als diejenigen Frequenzen definiert wur-
den, die die Rangbedingung (2.62) auf S. 52 erfiillen. Die Beziehung (2.62) hat kei-
ne direkte systemtheoretische Interpretation. Diese Interpretation wird jetzt nachge-
liefert: Die Eingangsentkopplungsnullstellen sind diejenigen Frequenzen )\;, deren
zugehorige Eigenvorginge e ** nicht durch den Eingang u(t) beeinflusst werden
konnen. Die nicht steuerbaren Eigenwerte A\; kommen deshalb nicht als Pole in der
Ubertragungsfunktionsmatrix G(s) des betrachteten Systems vor.
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3.1.5 Nicht vollstandig steuerbare Systeme

Welche Griinde kann es geben, dass ein System nicht vollstindig steuerbar ist? Drei
wichtige Beispiele sollen im Folgenden diskutiert werden, um diese Frage zu beant-
worten.

|| Eigenvorgiénge, die nicht mit dem Eingang verbunden sind, sind nicht steuerbar.

Dieser Fall wurde anhand des Zustand§raumm0dells ~in kanonischer Normalform
schon verdeutlicht. Wenn die ¢-te Zeile b; der Matrix B eine Nullzeile ist, so wirkt
der Eingang u nicht auf die Bewegung der Zustandsvariablen z;.

Zwei parallele Teilsysteme mit denselben dynamischen Eigenschaften sind nicht
vollstindig steuerbar.

Beispiel 3.2  Nicht steuerbare Eigenvorgange in einer Parallelschaltung

Ein Beispiel ist in Abb. 3.9 angegeben. Zwei PT1-Glieder mit den Zustandsvariablen z1 ()
und z2(t) und denselben Zeitkonstanten T = — }\ fithren auf das Zustandsraummodell

i?l(t) . )\ 0 xl(t) bl
<m<t>> - <o A) <w2<t>>+<b2>“(”

Parallelschaltung : 0 3.21)
x1(t

11 ,

an(20)

fiir das die im Satz 3.2 angegebene Bedingung nicht gilt, denn die Elemente b1 und b
konnen nicht gleichzeitig von null verschieden und linear unabhéngig sein. Das System ist
nicht vollstdndig steuerbar.

<

~
=

&
Il

Eigenwert X

T Y
U Y
Eigenwert X Y

Ly

Abb. 3.9: Nicht vollstindig steuerbare Parallelschaltung

Der Grund liegt in der Tatsache, dass beide Teilsysteme fiir sich genommen durch die
Steuerung in beliebige Zustdnde gebracht werden konnen, es jedoch nicht moglich ist, bei-
de Teilsysteme mit derselben Eingangsgrofie in unabhéngig voneinander vorgegebene End-
werte x1(te) und z2(te) zu steuern (vgl. Gl. (3.17)). Da sich beide Teilsysteme in gleicher
Geschwindigkeit bewegen, kann das eine Teilsystem beispielsweise nicht aus der Ruhelage
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in einen Zustand mit negativem Vorzeichen gebracht werden, wihrend der andere Zustand
positive Werte annimmt.

Diese Tatsache ldsst sich auf die Parallelschaltung von Teilsystemen hoherer Ordnung
mit identischen dynamischen Eigenschaften verallgemeinern, wie in Aufgabe 3.6 nachge-
wiesen werden soll. m|

Lassen sich in der Ubertragungsfunktion eines EingroRensystems ein oder meh-
rere Pole gegen Nullstellen kiirzen, so kann man die mit den Polen verbundenen
Eigenvorgénge nicht steuern (oder, wie spiter gezeigt wird, nicht beobachten).

U | Nullstelle \, | % | Eigenwert \, || ¥
o Ly

Abb. 3.10: Nicht vollstindig steuerbare Reihenschaltung

Beispiel 3.3 Nicht volistindig steuerbare Reihenschaltung

Das Zustandsraummodell der Reihenschaltung des Systems

5, - {»"Ul(t) = (M + Dz (t) +u(t)
) = @) +u)

mit dem System

y(t) = =2(1),
il(t) AM+10 ml(t) 1
() = () )+ (3
)

(Abb. 3.10). Aus der Steuerbarkeitsmatrix

1 M +1
Ss =
1M +1

folgt, dass die Reihenschaltung nicht vollstidndig steuerbar ist. Mit dem Hautuskriterium
kann man nachpriifen, dass A; der nicht steuerbare Eigenwert ist, denn es gilt

A+1 0 1
Rang ( AT — =1.
1 A1 1

5, - {sz(t) = Aza(t) +y1(t)

lautet

Reihenschaltung :



86 3 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Demgegeniiber ist der Eigenwert A1 + 1 steuerbar.

Der Grund fiir die Nichtsteuerbarkeit des Eigenwertes A1 liegt darin, dass das erste Teil-
system der Reihenschaltung eine Nullstelle bei \; besitzt, die gleichzeitig eine Entkopp-
lungsnullstelle der Reihenschaltung ist. In der Ubertragungsfunktion der Reihenschaltung
treten weder die Entkopplungsnullstelle noch der Eigenwert A; auf: heif3t

S*Al 1 _ 1
8—(/\1+1) s — A1 75—(/\1—5-1).

Die Linearfaktoren der Entkopplungsnullstelle und des Eigenwertes des zweiten Teilsys-
tems kiirzen sich heraus, so dass die Reihenschaltung nur einen Pol bei A1 + 1 besitzt. O

G(s) =

Steuerbarer Unterraum. Wohin kann man das System X~ = (A, B) steuern,
wenn es nicht vollstindig steuerbar ist? Diese Frage kann unter Nutzung der Uberle-
gungen aus dem Abschn. 3.1.2 beantwortet werden. Dort wurde in Gl. (3.5) gezeigt,
dass nur solche Zielzustinde erreicht werden konnen, die sich als Linearkombina-
tionen der Spalten der Steuerbarkeitsmatrix Sg darstellen lassen. Die Menge dieser
Zustédnde stellt einen Unterraum des Zustandsraumes IR™ dar. Man spricht deshalb
vom steuerbaren Unterraum des Systems (A, B) und bezeichnet die Spalten der
Matrix (3.6) als Erreichbarkeitsvektoren, weil sich alle durch die geeignete Wahl
von u(t) erreichbaren Zustidnde x,, als Linearkombination dieser Vektoren darstellen
lassen. Systeme Y = (A, b) mit einem Eingang konnen aus der Ruhelage xy = 0
also in alle diejenigen Zustinde x. iiberfithrt werden, die in der Form

ZTo=cob+c1Ab+ ... + ¢ 1 A"'D (3.22)

mit reellen Koeffizienten c; geschrieben werden konnen. Ist die Steuerbarkeitsmatrix
regulr, so sind alle Vektoren A’b linear unabhiingig und jedes beliebige . € IR"
lasst sich in der angegebenen Form darstellen. Hat die Matrix Sg jedoch nur den
Rang ¢ < n, so sind nur g Vektoren linear unabhingig und . muss in einem g-
dimensionalen Unterraum von IR™ liegen.

Beispiel 3.4  Steuerbarer Unterraum eines Systems dritter Ordnung

Fiir das System

-1 0 O 0
Yoz@t)=[ 2 -2 -1 |z@®)+ | 0 | u®)
1 2 -3 1

ist der steuerbare Unterraum in Abb. 3.11 dargestellt. Die Vektoren

0 0 0
b=|0], Ab=| -1 |, A’b= |5
1 -3 7

liegen in der z2/x3-Ebene. Folglich konnen nur die in dieser Ebene liegenden Zustéinde
aus der Ruhelage des Systems durch eine geeignet ausgewihlte Steuerung ujg ¢, erreicht
werden. O
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Abb. 3.11: Darstellung der Spalten der Steuerbarkeitsmatrix im
dreidimensionalen Zustandsraum

Betrachtet man das System in kanonischer Normalform, so fiihrt bekanntlich jede
Nullzeile von B dazu, dass eine kanonische Zustandsvariable Z; nicht steuerbar
ist. Der steuerbare Teilraum ist dann gerade durch alle steuerbaren kanonischen Zu-
standsvariablen bestimmt.

Beispiel 3.5 Steuerbarkeit eines Systems in kanonischer Normalform

. . . . o o 3T
Ist die erste kanonische Zustandsvariable nicht steuerbar, weil die erste Zeile b, der Ma-
trix B eine Nullzeile ist, so gilt fiir diese Zustandsvariable die Gleichung

Z1(t) = Ma1(t), #1(0) = Fo1.

Das heilit, diese Zustandsvariable bewegt sich unbeeinflusst vom Eingang entsprechend der
Beziehung

f?l(t) = ekltfim.
Wenn alle anderen Zustandsvariablen steuerbar sind, so konnen sie durch eine geeignete
Steuerung Uo,¢,] ZUr Zeit to auf vorgegebene Werte Ze2, Te3, ..., Ten gebracht werden.
Der zur Zeit t. erreichte Zustand ist dann

eMlegg
:Ec2
(te) =
jcn
Seine erste Komponente hingt von dem durch die Steuerung nicht beeinflussbaren Anfangs-
wert Zo1 ab, wihrend alle anderen Komponenten vorgegeben werden konnen. Der steuerba-

re Unterraum ist der durch die kanonischen Zustandsvariablen Z2, Z3, ..., » aufgespannte
(n — 1)-dimensionale Raum. O

Betrachtet man das Steuerbarkeitsproblem in umgekehrter Weise, bei der das System
aus einem von null verschiedenen Anfangszustand x( in den Nullzustand . = 0 ge-
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bracht werden soll, so gelten die bisherigen Uberlegungen sinngema8 fiir die Menge
derjenigen Anfangszustinde, fiir die diese Umsteuerung moglich ist.

Ganz allgemein kann man also die Bewegung x(t), die das System vom An-
fangszustand x( unter der Einwirkung der Steuerung w(t) ausfiihrt, in einen steuer-
baren und einen nicht steuerbaren Anteil zerlegen:

(t) = Tstb (t) + Tnsen(t). (3.23)

Verwendet man kanonische Zustandsvariablen, so ist diese Trennung sehr einfach
vorzunehmen. Die Zustandsvariablen sind in Abhéngigkeit davon, ob sie steuerbar
sind oder nicht, den beiden Teilvektoren zuzuordnen. Fiir das im Beispiel 3.4 ange-
gebene dreidimensionale System gilt

0 71(t)
Tstp(t) = | Z2(t) und  @pgen(t) = 0 ,
0] 0

d. h., der steuerbare Zustand liegt in dem durch 25 und 3 aufgespannten Unterraum,
wihrend der nicht steuerbare Anteil in dem durch 2; beschriebenen Unterraum liegt.
Der Endzustand kann deshalb in der Z2/Z3-Ebene beliebig gewihlt werden. Hat
das System einen Anfangszustand mit nicht verschwindender Komponente Z; (0), so
bewegt es sich in Z;-Richtung unbeeinflusst von der Eingangsgrofe.

Fiir allgemeine Zustandskoordinaten ist diese Aufteilung insofern schwieriger,
als dass die Zustinde keine Basisvektoren fiir die betreffenden Teilrdume mehr sind,
sondern, wie erldutert, die linear unabhéingigen Spalten der Steuerbarkeitsmatrix als
eine Basis des steuerbaren Unterraumes dienen.

Beispiel 3.6  Steuerbarer Unterraum eines Systems zweiter Ordnung

Das System

) il(t) B -1 1 l’l(t) 1 113'1(0) _ 0
> <m<t>><6 2><m<t>>+<2>“(“’ (m(@))(@)

ist offensichtlich nicht vollstindig steuerbar, denn die Steuerbarkeitsmatrix

< 11
ST 22

hat den Rang eins. Wendet man das Hautuskriterium fiir die beiden Eigenwerte A\ = —4
und A2 = 1 an, so sieht man, dass der stabile Eigenwert A1 nicht steuerbar ist, wihrend A2
steuerbar ist.

Vom Nullzustand ausgehend kann das System X' nur Zustdnde «. erreichen, die sich in

der Form (3.22)
(20) = ()
Le = = Co
X2 (tc) 2
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2 2
) 0 xT9 0
-2 -2
220 2 20 2
€1 €y

Abb. 3.12: Steuerbarer Unterraum fiir das Beispiel in allgemeiner (links) und
in kanonischer Zustandsraumdarstellung (rechts)

darstellen lassen, wobei hier nur ein Summand auftritt, da die zweite Spalte der Steuer-

barkeitsmatrix von der ersten linear abhédngig ist. Diese Zustinde bilden eine Gerade im

Zustandsraum |R? mit der durch den Vektor b festgelegten Richtung (Abb. 3.12 (links)).
Transformiert man das System durch

Zi()\ 1,34 045 [(@(t)
() )\ —1,26 0,63 w2 (t)

in seine kanonische Normalform, so erhilt man die Darstellung

C(m@®) (10 F1(t) 2,24
# (1)~ (0 2) (Ro) = (5) 0

Der steuerbare Unterraum liegt jetzt gerade in Richtung der kanonischen Zustandsvariab-
len Z1, wie in Abb. 3.12 rechts zu sehen ist.

Fiir verschwindenden Anfangszustand o = 0 wird das System durch die skalare Ein-
gangsgroBe u(t) entlang der Z1-Achse gesteuert und kann dort auf jeden Endwert der Form

‘iel
Te =

gebracht werden. Hat das System eine Anfangsauslenkung &(0) = (Zo1, Zo2)", so wird
die Bewegung der zweiten Komponente

i’g(t) =€ 74tf02

nur vom Anfangszustand Zo2, aber nicht von der Steuerung beeinflusst, wihrend die erste
Komponente durch die Steuerung zielgerichtet beeinflusst werden kann. Der zu einem vor-
gegebenen Zeitpunkt ¢. erreichbare Zustand kann nur in der ersten Komponente festgelegt
werden, was durch die Schreibweise
‘iel
Te =
*

ausgedriickt wird, in der der Stern einen von der Steuerung unabhéngigen Wert darstellt.
Diese Endzustinde liegen nicht auf der in Abb. 3.12 markierten Geraden, sondern auf einer
Parallelen zu dieser Geraden, die durch den Punkt Z2(t.) = * verlduft. d
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Zerlegung eines Systems in ein steuerbares und ein nicht steuerbares Teilsys-
tem. Die vorherigen Betrachtungen haben gezeigt, dass man bei einem nicht voll-
stindig steuerbaren System zwischen den steuerbaren und den nicht steuerbaren
Vorgingen unterscheiden kann, wobei diese Vorginge in disjunkten Teilrdumen des
Zustandsraumes liegen. Man kann deshalb das gegebene System in ein vollstindig
steuerbares und ein nicht steuerbares Teilsystem zerlegen, wobei das steuerbare Teil-
system das Steuerbarkeitskriterium (Satz 3.1) erfiillt, wiahrend das nicht steuerbare
Teilsystem gar nicht vom Eingang u beeinflusst wird (Abb. 3.13).

U steuerbares
Teilsystem

1z,
nicht

steuerbares
Teilsystem

1
W'§

Abb. 3.13: Zerlegung eines nicht steuerbaren Systems

Die Zerlegung erfolgt durch eine Zustandstransformation
z(t) = Tx(t),

wobei die Transformationsmatrix T' so gewihlt wird, dass nach einer Zerlegung des
neuen Zustandsvektors & (¢) in zwei Teilvektoren &1 (¢) und &2 (¢) ein Zustandsraum-
modell der Form

z(t) B A A Z1(t) B,
(o) = (6 an) () = (5o

P (3.24)

entsteht. Hat die Steuerbarkeitsmatrix den Rang ng
Rang Sg = ng < n,

dann haben die quadratische Matrix AH und die Matrix B 1 ng Zeilen und der Vek-
tor &1 (t) ist ng-dimensional. AuBerdem ist das Paar (A1, B 1) vollstiindig steuerbar.
Gleichung (3.24) beschreibt ein aus zwei Teilsystemen zerlegbares System, bei dem
das Teilsystem mit dem Zustandsvektor &1 (t) vollstindig steuerbar und das andere
Teilsystem iiberhaupt nicht vom Eingangsvektor w(t) beeinflusst wird (Abb. 3.13).
Es gibt mehrere Wege, die Transformationsmatrix 7" so zu wihlen, dass das Sys-
tem in der angegebenen Weise zerlegt wird. Bei diagonalidhnlichen Matrizen besteht
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eine Moglichkeit darin, die Transformationsmatrix T = V ! fiir die kanonische
Normalform zu verwenden, wobei V' die Matrix der n Eigenvektoren der Matrix A
ist. Dann ist &(¢) der Vektor der kanonischen Zustandsvariablen und das System zer-
fallt nach einer Umordnung der Zustandsvariablen in der gewiinschten Weise (wobei
sogar Alg = O gilt). Andererseits kann man die Matrix T" aus den ng linear un-
abhingigen Spalten der Steuerbarkeitsmatrix Sg bilden, wenn man diese Vektoren
durch n — ng weitere linear unabhiingige Vektoren erginzt und alle diese Vektoren
als Spalten von T' verwendet.

Da der Zustandsvektor &2 (#) nicht steuerbar ist, spielt er fiir die Ubertragungs-
eigenschaften des Systems keine Rolle. Fiir die Ubertragungsfunktionsmatrix des
Systems X gilt deshalb

G(s) =C(sI — A)"'B = Cy(sI — A1) 'By. (3.25)

3.1.6 Erweiterungen

Ausgangssteuerbarkeit. Die bisherigen Uberlegungen kann man auf das Problem
iibertragen, den Ausgang des Systems

5. { z(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) ==
| y(t) = Cx(t) + Du(t)

vom Anfangswert y(0) in einen gegebenen Endwert y, = y(t) zu iberfithren.
Diese Eigenschaft wird Ausgangssteuerbarkeit genannt, wihrend man die bisherige
Steuerbarkeit genauer als Zustandssteuerbarkeit bezeichnet.

Bedingungen, unter denen das System vollstindig ausgangssteuerbar ist, kon-
nen in derselben Weise hergeleitet werden, wie fiir die Zustandssteuerbarkeit. Aus
der Bewegungsgleichung fiir den Ausgang folgt eine Erweiterung von Gl. (3.5), die
zeigt, dass der Ausgangsvektor alle diejenigen Werte annehmen kann, die sich als
Linearkombination der Spalten von C B, C A’ B und D darstellen lassen. Das Sys-
tem X = (A, B,C, D) ist genau dann vollstindig ausgangssteuerbar, wenn der
Rang der Matrix

Sas =(CB CAB CA’B..CA"'B D)

mit der Anzahl der Ausgangsgréfen iibereinstimmt:

Bedingung fiir Ausgangssteuerbarkeit: Rang Sas = p. (3.26)

Da, wie immer, vorausgesetzt wird, dass Rang C' = p gilt, ist jedes zustandssteu-
erbare System auch ausgangssteuerbar. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Das heif3t,
die Ausgangssteuerbarkeit ist eine schwichere Eigenschaft als die der Zustandssteu-
erbarkeit.
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Steuerbarkeit in einem Unterraum. Eng verbunden mit der Ausgangssteuerbar-
keit ist die Frage, ob man das System in dem durch

z(t) = Ha(t)

beschriebenen Teilraumes des Zustandsraums IR™ in jeden beliebigen Punkt z(t.)
steuern kann. Fiir die Dimension (p x n) der Matrix H gelte p < n. Als notwendi-
ge und hinreichende Bedingung fiir die vollstindige Steuerbarkeit im Raum IRP der
Vektoren z muss die Testmatrix

Ssy = HSs = (HB HAB HA’B .. HA" 'B)

vollen Rang haben. Die fiir die Ausgangssteuerbarkeit mafigebende Matrix Sag
erhdlt man fiir nicht sprungfihige Systeme (D = O) aus dieser Beziehung mit
C=H.

Aufgabe3.2**  Steuerbarkeit und Ubertragungsverhalten

Gegeben ist das System

‘ 1 -1 1
5. z(t) = | 3 x(t) + 1 u(t), =(0) = xo.

y(t) = =(t)

1. Untersuchen Sie, welcher Eigenwert nicht steuerbar ist. Ist das System X' ausgangs-
steuerbar?

2. Stellen Sie die Ubertragungsfunktionsmatrix auf und vergleichen Sie deren Pole mit
den Eigenwerten der Systemmatrix des Zustandsraummodells.

3. In welche Zustinde (te) = y(t.) kann das System aus der Ruhelage 2o = 0 gesteu-

ert werden?

4. Wie verindert sich der Systemausgang, wenn das System nicht aus der Ruhelage, son-
dern vom Anfangszustand 2o = (1 1)T aus mit derselben Eingangsgrofe erregt
wird? m|

Aufgabe 3.3"*  Systeme mit Polen und Nullstellen, die sich ,,fast* kiirzen

Wenn ein Eigenwert A der Matrix A zugleich Eingangsentkopplungsnullstelle ist, so ist er
nicht steuerbar und erscheint nicht in der Gewichtsfunktionsmatrix bzw. der Ubertragungs-
funktionsmatrix. Was passiert, wenn sich die Eingangsentkopplungsnullstelle um € von A
unterscheidet? Untersuchen Sie diese Fragestellung anhand eines Systems zweiter Ordnung
in kanonischer Normalform, indem Sie die Ubergangsfunktion in Abhiingigkeit von ¢ be-
rechnen. Zeigen Sie, dass der Eigenvorgang e * umso weniger angeregt wird, je kleiner ¢
ist. a
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3.2 Beobachtbarkeit

3.2.1 Problemstellung und Definition der Beobachtbarkeit

Bei den meisten technischen Systemen sind nicht alle Zustandsvariablen messbar.
Stattdessen kann nur der Ausgangsvektor y(t) messtechnisch erfasst werden. Da die
Dimension von y kleiner als die von « ist, ist es schon aus Dimensionsgriinden nicht
mdoglich, aus dem aktuellen Wert y(t) des Ausgangsvektors den aktuellen Wert x(t)
des Zustandsvektors zu berechnen.

S

Z

Abb. 3.14: Zustinde, die dieselbe Ausgangsgrofie erzeugen

Wenn beispielsweise fiir die Ausgangsgrofie

y(t) = (2 4) (8)

eines Systems zweiter Ordnung zum Zeitpunkt ¢; der Wert

y(t1) =8

gemessen wird, so kann sich das System in jedem Zustand x(¢;) befinden, fiir den

die Beziehung
X1 (tl) .
@ 9 <x2(m> s

gilt. Dies sind alle diejenigen Zustinde, die auf der Geraden
xr1 = 4 — 2!E2

liegen (Abb. 3.14).

Den Zustand des Systems kann man jedoch ermitteln, wenn man die Bewegung
des Systems nicht nur in einem Zeitpunkt ¢;, sondern iiber einem Zeitintervall be-
trachtet und aus der Trajektorie y(t), (0 < ¢ < t,) mit Hilfe des Modells den ak-
tuellen Systemzustand rekonstruiert. Wenn das System durch eine Steuerung w(t)
von auflen in seiner Bewegung beeinflusst wird, so muss man diese Steuerung ken-
nen und in die Rekonstruktion des Zustands einflieBen lassen. Man nennt ein System
beobachtbar, wenn man den Zustand auf diese Weise berechnen kann.
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Da es hier wie bei der Steuerbarkeit auf den zeitlichen Verlauf der Eingangs- und
Ausgangsgroflen ankommt, wird im Folgenden anstelle von w und y wieder mit den
Bezeichnungen ug ;) und yo ) gearbeitet, die diesen Sachverhalt hervorheben.
Das Modell hat die gewohnte Form

5. { z(t) = Az(t) + Bu(t), x(0)=xo

3.27
y(t) = Ca(t) 527

fiir nicht sprungfahige Systeme.

Definition 3.2 (Beobachtbarkeit)

Ein System X = (A, B, C) heifit vollstindig beobachtbar, wenn der Anfangs-
zustand xo aus dem tiber einem endlichen Intervall [0, t,] bekannten Verlauf der
Eingangsgrofe uo,¢.) und der Ausgangsgrofie y, , ) bestimmt werden kann.

Beobachtbarkeit des ungestorten Systems. Aus der Bewegungsgleichung

t
y(t) =Ce At o+ / CeAlt—T) Bu(r) dr
—_———

Ytrei (t) 0

Yerzw (t)

erkennt man, dass der Anfangszustand @ nur in die freie Bewegung y,., (t) eingeht
und folglich nur aus dieser Bewegung berechnet werden kann. Aus dem gemesse-
nen Verlauf w(g 1], y[o ¢, der Eingangs- und Ausgangsgrofien kann man die freie
Bewegung entsprechend

i) =(t) ~ [ CeA ) Bu(r) ar
0

ermitteln. Fiir die Losung des Beobachtungsproblems muss man deshalb im Folgen-
den nur das nicht angeregte System

z(t) = Ax(t), =(0)=xo
y(t) = C=(t)
betrachten. Ist dieses System beobachtbar, so ist auch das angesteuerte System

(u(t) # 0) beobachtbar. Die Beobachtbarkeit hingt folglich nur von den Matrizen A
und C ab, weshalb man auch von der Beobachtbarkeit des Paares (A, C) spricht.

Beobachtbarkeit und vollstiindige Beobachtbarkeit. Wie bei der Steuerbarkeits-
definition fordert die Beobachtbarkeitsdefinition, dass jeder beliebige Anfangszu-
stand o aus den Eingangs- und Ausgangsgréfen bestimmbar sein soll. Deshalb
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spricht man genauer von vollstindiger Beobachtbarkeit, auch wenn im Folgenden
dieses Attribut hdufig weggelassen wird.

Wenn das System nicht vollstidndig beobachtbar ist, so ist die Beobachtbarkeits-
eigenschaft an eine eingeschrinkte Menge von Anfangszustinden gekniipft. Wie bei
der Steuerbarkeit ist diese Menge ein Unterraum des Zustandsraumes IR™ (s. S. 104).

Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit. Bei dem geschilderten Beobach-
tungsproblem kann man sich einerseits fiir die Bestimmung des Anfangszustands
2(0) interessieren, wie es in der Definition 3.2 getan wird. Man kann aber auch an
dem am Ende des Beobachtungsintervalls angenommenen Zustand x(¢.) interessiert
sein. Wenn x(t,) aus Ujo,¢,) und Y(0,t.] bestimmt werden kann, so wird das System
vollstindig rekonstruierbar genannt. Bei den hier behandelten zeitinvarianten linea-
ren Systemen sind beide Eigenschaften dquivalent.

3.2.2 Beobachtbarkeitskriterium von KALMAN

In diesem und den nachfolgenden Abschnitten werden Beobachtbarkeitskriterien an-
gegeben, die den Steuerbarkeitskriterien sehr dhnlich sind. Es wird deshalb wie in
den Abschnitten 3.1.2 — 3.1.5 vorgegangen und zunéchst das auf KALMAN zuriick-
gehende Kriterium angegeben. Dabei wird offensichtlich werden, dass die Beob-
achtbarkeit eine zur Steuerbarkeit duale Eigenschaft ist, so dass die nachfolgenden
Untersuchungen wesentlich kiirzer gefasst werden konnen.

Das Kalmankriterium bezieht sich auf die Beobachtbarkeitsmatrix

(&
CA

Ss=| CA* || (3.28)
CAn—l

die eine (p - n X n)-Matrix ist. Sie ist quadratisch, wenn das System nur eine Aus-
gangsgrofe besitzt.

Satz 3.4 (Beobachtbarkeitskriterium von KALMAN)
Das System X = (A, C) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn die Beob-
achtbarkeitsmatrix Sy den Rang n hat:

Rang Sp = n. (3.29)

Notwendigkeit der Bedingung (3.29). Das Beobachtbarkeitsproblem ist 16sbar,
wenn die Gleichung

yfrci(t) =Ce Atmo
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nach x( auflosbar ist. Schreibt man diese Vektorgleichung ausfiihrlich, so erhélt man
p Gleichungen fiir die n Unbekannten im Vektor x, die wegen p < n nicht nach
@ auflgsbar sind. Da y(t) aber fiir das Zeitintervall [0, t.] bekannt ist, kann diese
Gleichung im Prinzip unendlich oft, ndmlich fiir alle Zeitpunkte des angegebenen
Intervalls, hingeschrieben werden. Es miissen die Fragen untersucht werden, wie
viele Gleichungen notwendig sind und ob das Gleichungssystem eindeutig auflosbar
ist.

Diese Fragen sollen zunichst fiir ein System X = (A, ¢') mit nur einem Aus-
gang beantwortet werden. Schreibt man die freie Bewegung fiir n Zeitpunkte ¢1, to,
< tn € [0, to] untereinander, so erhilt man das Gleichungssystem

yfrci(tl) = cTe Atl o
yfrci(tZ) = cTe At2m0
T At

yfrei(tn) = ce niL‘Oa

das zur Vektorgleichung

Yrrei(t1) cTe Al
Ytrei(t2) cTe Atz

. = Zo
yfrci(tn) cle At,

zusammengefasst werden kann. Dieses Gleichungssystem ist genau dann nach xg
auflosbar, wenn die auf der rechten Seite stehende (n x n)-Matrix

cTe Atl
cTe Atg
M = ) (3.30)
cTe Atn
invertierbar ist
Rang M = n, (3.31)

denn dann erhilt man den Anfangszustand aus

Yerei(t1)

_1 yfrci(tZ)
o =M .

(3.32)
yfrei(tn)

Die Frage ist, unter welcher Bedingung die n Zeitpunkte ¢; so festgelegt werden
konnen, dass die Matrix M invertierbar ist.
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Jede Zeile von M hat die Form cTe Ati, die sich mit Hilfe der Definitions-
gleichung (I-5.10) fiir die Matrixexponentialfunktion und dem Cayley-Hamilton-
Theorem (A2.43) folgendermaB3en umformen ldsst:

. t2 3
cTeAli — T 4 clTAt; + cTA22—" + cTABS—Z' + ..
= Co(ti)CT +c1 (ti)CTA + CQ(ti)CTAZ + ...+ Cnfl(ti)CTAnil.

Dabei sind die eingefiihrten Koeffizienten ¢;(t;), (j = 0,1, ...,n — 1) von der Zeit t;
abhéngig. Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die i-te Zeile der Matrix M eine
Linearkombination der Zeilenvektoren

c’, ¢TA, cTA? .., cTAn!

ist. Diese Darstellung von M zeigt, dass der Anfangszustand xy nur dann aus
n Messwerten des Ausgangs bestimmt werden kann, wenn die angegebenen Zeilen-
vektoren linear unabhiingig sind. Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung (3.29)
fiir Systeme mit einem Ausgang nachgewiesen.

Fiir Systeme X~ = (A, C) mit p Ausgiingen hat die Matrix M die Dimensi-
on (pn x n). Die Auflosbarkeitsbedingung (3.31) bleibt dieselbe, denn unter dieser
Bedingung kann x( entsprechend

Yerei (tl )
Yprei(t2)

xy=(M"M)'M" (3.33)

Yirei(tn)

aus den Messwerten yy,; (¢;), (¢ = 1,2, ..., n) bestimmt werden. In Analogie zu den
bisherigen Uberlegungen kann man sehen, dass die Zeilen von M Linearkombina-
tionen der Vektoren
ct, ¢fA, cTA? .. cfA™' i=1,2,...p

sind, wobei ¢} die i-te Zeile der Matrix C darstellt. Die Matrix M kann bei geeigne-
ter Wahl der Zeitpunkte ¢; genau dann den Rang n haben, wenn es unter allen diesen
Zeilen n linear unabhingige gibt. Dieser Sachverhalt wird mit der Bedingung (3.29)
ausgedriickt, die damit auch fiir Systeme mit mehreren AusgangsgréBien notwendig
fiir die Beobachtbarkeit ist.

Bestimmung von x,. Es wird nun angenommen, dass die Beobachtbarkeitsbedin-
gung (3.29) erfiillt ist. Fiir die Bestimmung von x( gibt es dann u. a. die folgenden
beiden Wege. Beim ersten Weg setzt man die Gl. (3.32) bzw. (3.33) fiir die Bestim-
mung von xg ein, wobei man die Zeitpunkte ¢; so auswihlt, dass die Matrix M den
Rang n hat. Dies gelingt hdufig einfach dadurch, dass man n beliebige, Zeitpunkte
aus dem Intervall [0, ¢,] herausgreift. Sollte die Matrix M nicht den vollen Rang ha-
ben, so wird die Rangbedingung i. Allg. schon nach geringfiigiger Verinderung der
ausgewdhlten Zeitpunkte ¢; erfiillt.
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Der zweite Weg verwendet die gramsche Beobachtbarkeitsmatrix
AT A
Wp = / e teToeAlar (3.34)
0

die unter der Bedingung (3.29) fiir eine beliebige Endzeit ¢, positiv definit und folg-
lich invertierbar ist. Der Anfangszustand kann dann aus der Beziehung

te T
Bestimmung von x : xo = ng/ oA tC’Tyfrei(t) de (3.35)
0

ermittelt werden, wie man durch Einsetzen der Eigenbewegung
yfrci(t) =Ce Atwo

leicht nachweisen kann. Zur Berechnung von Wi fiir ¢, = oo kann man Gl. (3.9)
mit verdnderter rechter Seite anwenden:

AT Wi + WpoA=-CTC. (3.36)

Beispiel 3.7 Beobachtbarkeit gekoppelter Riihrkesselreaktoren

Bei den im Beispiel 3.1 betrachteten Riihrkesselreaktoren kann nur die Konzentration im

zweiten Behilter gemessen werden. Es ist zu untersuchen, ob die Konzentration im ersten

Behilter aus dem Verlauf der Eingangs- und Ausgangsgrofe rekonstruiert werden kann.
Aus dem auf S. 70 angegebenen Modell (3.10) erhilt man die Beobachtbarkeitsmatrix

0 1
Sp = 2 I
Ve TV,

die offenbar den Rang 2 besitzt. Also kann man die Konzentration z: des ersten Behilters
aus den Messwerten bestimmen. Voraussetzung ist lediglich, dass die Reaktoren tatséchlich
durchflossen werden (F' # 0). Andernfalls wiren beide Reaktoren entkoppelt, so dass die
Beobachtungsaufgabe aus offensichtlichen Griinden nicht 16sbar wire.

Wie aus den Messgrofien der Anfangszustand berechnet werden kann, wird im Folgen-
den fiir die Riihrkesselreaktoren mit den im Beispiel 3.1 angegebenen Parametern erléutert,
fiir die das Zustandsraummodell

i (1) 0,333 0\ [ zi(t) 0,333
<m<t>>_< 2 2><xz<t>>+< 0 )““)
Riihrkessel : < 21(0) > < ! >

xg(()) ?
v = © 1)(%’3)

entsteht. Das System wird von einem unbekannten Anfangszustand ausgehend durch die
Eingangsgrofie
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t in min

Abb. 3.15: Verhalten der gekoppelten Riihrkesselreaktoren

u(t)=2t, 0<t<3

erregt, wobei die in Abb. 3.15 (unten) dargestellte Messkurve entsteht. Diese Kurve be-
schreibt die Uberlagerung von erzwungener und freier Bewegung. Um aus ihr die freie

Bewegung zu bestimmen, wird von dieser Messkurve die erzwungene Bewegung

t —0,333 0 _r 0733
ymw(t):z/(o 1)e( L) >< )m
0

0

subtrahiert, wodurch die in Abb. 3.16 gezeigte Kurve entsteht.

1
Ytrei 1D ? 2.62

1.26 ]

t in min

Abb. 3.16: Eigenbewegung der Reaktoren

Aus dieser Kurve werden nun zwei Messpunkte entnommen, die hier bei ¢1 = 0,5 min

und t2 = 2min liegen:

Ytrei (075) 2,62
yeei(2) ) \ 1,26 )
In der Matrix M nach GI. (3.30) steht als erste Zeile

—0,333

0
CTeAt1 =(0 1) e< 2 -2 ) 0.5 = (0,574 0,368).

Nach Berechnung der zweiten Zeile erhilt man
0,574 0,368
M = .
0,594 0,0183

Diese Matrix ist regulédr und fiihrt entsprechend Gl. (3.32) auf den Anfangszustand
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z1(0) ) [ 1,998
22(0) )\ 4,003 )

Von diesem Anfangszustand aus hat das System seine Bewegung begonnen. Die Zustand-
strajektorie &g 3) kann mit Hilfe des Modells, dieser Anfangsbedingung und der Eingangs-
groBe ug,3) berechnet werden.

Diskussion. Um die ,,Messkurven in Abb. 3.15 zu erzeugen, wurde mit dem Anfangszu-
stand @ = (2 "‘1—01 4 %"I)T gearbeitet. Der Rechenfehler bei der Rekonstruktion von xg
wird nicht in erster Linie durch numerische Ungenauigkeiten, sondern durch die begrenzte
Genauigkeit beim Ablesen der Messpunkte y(¢;) verursacht. In der praktischen Anwendung
fiihren Messungenauigkeiten zu erheblich groeren Abweichungen als hier.

Bei diesem Beispiel stimmt die Ausgangsgrofie mit der zweiten Zustandsvariablen iiber-
ein. Der Messwert y(0) gibt deshalb den Anfangswert von z2 an: 22(0) = y(0). Das Beob-
achtungsproblem beinhaltet also nur die Bestimmung des Anfangswertes von z;. Deshalb
konnte man die Berechnung gegeniiber dem allgemeinen Losungsweg in diesem Beispiel
etwas vereinfachen. O

Folgerungen aus dem Kalmankriterium. Ahnlich wie bei der Analyse der Steu-
erbarkeit konnen aus dem Kalmankriterium der Beobachtbarkeit folgende Schluss-
folgerungen fiir das System X' = (A, C') gezogen werden:

Wenn das System X vollstéindig beobachtbar ist, so kann der Anfangszustand xg
aus einem beliebig kurzen Ausschnitt des Verlaufes der Eingangs- und Aus-
gangsgroBen berechnet werden, d. h., ¢, kann beliebig klein sein.

In Analogie zu den Steuerbarkeitsindizes konnen Beobachtbarkeitsindizes defi-
niert werden. Sie zeigen, wie viele unterschiedliche Messpunkte y;(¢;) der ein-
zelnen AusgangsgroBe y;, (1 = 1,2, ..., p) notwendig sind, um x( zu berechnen.

Die Untersuchungen dieses Kapitels betreffen nur die Frage, ob der Zustand aus den
Eingangs- und Ausgangsgréfien bestimmt werden kann. Wie man dies unter den in
der Praxis auftretenden Bedingungen, die insbesondere Messfehler und Stérungen
auf das System einschlieen, tatsdchlich macht, wird im Kap. 8 behandelt.

Aufgabe 3.4 Beobachtbarkeit bedeutet Unterscheidbarkeit von Ausgangstrajektorien ‘

Alternativ zu Definition 3.2 kann man die Beobachtbarkeit als die Eigenschaft definieren,
dass die von unterschiedlichen Anfangszustinden x§ und 2 ausgehenden Zustandstrajek-
torien zu unterscheidbaren Ausgangstrajektorien fithren. Bezeichnet man die Ausgangsgro-
Be, die das System mit den beiden Anfangszustinden erzeugt, mit y(t, z3) bzw. y(t, 23),
so nennt man das System beobachtbar, wenn es fiir beliebige Anfangszustinde, die die
Bedingung ap # a2 erfiillen, mindestens einen Zeitpunkt ¢ gibt, fiir den die Relation
y(t,20) # y(t, @) gilt.

Man kann diese Eigenschaft testen, indem man die Ausgangsgrofie zusammen mit ih-
ren ersten n — 1 Ableitungen in Abhingigkeit vom Anfangszustand darstellt und untersucht,
unter welchen Bedingungen der Vektor dieser Werte fiir zwei unterschiedliche Anfangsbe-
dingungen nicht gleich sein kann.



