Analyse von Matrizen anhand ihrer
Strukturgraphen

3.1 Strukturmatrizen

Wichtige Eigenschaften von Matrizen haben strukturelle Griinde, d. h., diese Eigenschaften
hingen weitgehend davon ab, welche Elemente der betrachteten Matrix von null verschieden
sind und welche Elemente beliebige Werte annehmen konnen. Um diesen Zusammenhang zu
zeigen, werden Strukturmatrizen betrachtet. Dies sind Matrizen, deren Elemente entweder null
sind oder einen beliebigen Wert haben und deshalb durch Sterne dargestellt sind.

Von einer reellwertigen Matrix A kommt man zur zugehdrigen Strukturmatrix [A], wenn
man alle von null verschiedenen Elemente durch einen Stern ersetzt:

0 1 2 0 * *
A= -030 10 — [A]=| %0
2,8 0 —100 * 0 %

Damit geht man gleichzeitig von einer einzelnen Matrix A € IR™"*™ zur Klasse aller Matrizen
tiber, die dieselbe Struktur haben. Bezeichnet man mit S 4 eine Strukturmatrix, so sind alle
Matrizen A strukturell dquivalent, fiir die

gilt. Die Menge dieser Matrizen wird durch
S(S4) ={AcR™™|[A] =S4}
dargestellt und man schreibt anstelle von A € S(S 4) kiirzer

AGSA.
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A heifit dann auch eine zuldssige numerische Realisierung von S 4. Zuldssige numerische
Realisierungen derselben Strukturmatrix heilen strukturell dquivalent.

Bei der Interpretation der *-Elemente in einer Strukturmatrix ist wichtig, dass alle derarti-
gen Elemente unabhingig voneinander sind, also die Verdnderung eines dieser Elemente keine
Verdnderung anderer Elemente nach sich zieht. Gegenseitige Abhingigkeiten von Elementen
einer Matrix gehen beim Ubergang zur Strukturmatrix also verloren. In einer zulissigen nume-
rischen Realisierung konnen an der Stelle von x-Elementen auch Nullen stehen.

3.2 Struktureller Rang von Matrizen

Der Rang einer Matrix gibt bekanntlich die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen bzw. Spalten
an. Ob Zeilen oder Spalten linear abhiingig sind oder nicht, hingt hdufig nicht von dem genauen
Wert der Matrixelemente ab, sondern von den Positionen, an denen in der Matrix die von null
verschiedenen Elemente stehen. Betrachtet man beispielsweise die beiden Matrizen

a1 0 b 0
A= H und B = H ,
az 0 0 b2

die beide nur zwei von null verschiedene Elemente haben, so ist aufgrund der Nullspalte der
Matrix A sofort zu erkennen, dass die Matrix A fiir keine Werte der Elemente a1 und as;
vollen Rang haben kann, wihrend bei der zweiten Matrix ein Rangabfall nur dann eintritt,
wenn eines der Elemente b1; und bao (bzw. beide) gleich null sind. Die Positionen von by und
boo sind dafiir verantwortlich, dass die Matrix B fiir ,,fast alle Werte dieser beiden Elemente
reguldr ist.

Andererseits zeigt dieses Beispiel, dass die Position der nicht auf null fixierten Elemente
b11 und by allein noch nicht dafiir ausreicht, dass B regulir ist. Aufgrund der Struktur

* 0
m- (")

kann man nicht entscheiden, ob B regulir oder singulér ist. Man kann also den Begriff Rang
einer Matrix nicht direkt auf Strukturmatrizen iibertragen.

Deshalb definiert man eine neue Eigenschaft, die struktureller Rang (s-Rang) heif3t und die
sich auf Strukturmatrizen bezieht. Diese Definition verwendet den Begriff der unabhdngigen
Elementeunabhdingige Elemente einer Strukturmatrix — das sind *-Elemente, die in unterschied-
lichen Zeilen und unterschiedlichen Spalten stehen.

Definition 3.1 (Struktureller Rang)
Der strukturelle Rang (s-Rang) einer Strukturmatrix S ist die maximale Anzahl unabhiingi-
ger Elemente von S.

Die Formulierung ,,maximale Anzahl unabhingiger Elemente* bezieht sich auf die Tatsache,
dass es hdufig mehrere Moglichkeiten gibt, unabhingige Elemente aus .S auszuwéhlen. Bei der
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Bestimmung des s-Rangs muss man dies besonders geschickt machen, so dass man auf eine
Menge mit maximaler Anzahl derartiger Elemente kommt.

Wenn der strukturelle Rang einer Strukturmatrix S gleich 7 ist, so haben fast alle zulédssigen
numerischen Realisierungen A € S den Rang n. Wenn man also fiir eine Matrix A den s-
Rang der zugehorigen Strukturmatrix [A] bildet, so kennt man eine obere Schranke fiir den
(numerischen) Rang von A:

Rang A < s-Rang [A]

_max Rang A = s-Rang [A]. (3.1
A€ [A]

Beispiel 3.1 Bestimmung des strukturellen Rangs

Die Matrix
ain 0 ais
A = 0 az2 O
0 0 ass
fiihrt auf die Strukturmatrix
* 0 %
[A]=10=%0
00 x

Beginnt man bei der Auswahl der unabhingigen Elemente in der oberen rechten Ecke der Matrix, so
kann man nur zwei derartigen Elemente finden:

o O x

0
°
0

* O @

Der s-Rang ist allerdings groBer als zwei, weil man die Auswahl geschickter treffen und dabei drei
unabhingige Elemente finden kann:

s-Rang =3.

o O ¥

oo e

0
[ ]
0
Das Ergebnis zeigt, dass die Matrix A fiir die meisten Werte ihrer von null verschiedenen Elemente
den Rang drei besitzt. Weil fiir die Determinante die Beziehung
det A = a11a22a33

gilt, ist offensichtlich, dass der Rang nur dann kleiner als drei ist, wenn eines der Hauptdiagonalele-
mente verschwindet, was den Zusammenhang (10.4) zwischen numerischem und strukturellem Rang
illustriert. a
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3.3 Zerlegung von Matrizen

Quadratische Matrizen heiflen reduzibel, wenn sie durch Vertauschen gleicher Zeilen und Spal-
ten in eine Blockdiagonalform gebracht werden konnen; anderenfalls heiflen sie irreduzibel.
Das Vertauschen der Zeilen und Spalten kann durch die Multiplikation mit einer Permutations-
matrix P dargestellt werden. Permutationsmatrizen haben in jeder Zeile und jeder Spalte genau
eine Eins, sonst Nullen und fiir sie gilt pt=pT

Definition 3.2 (Reduzible Matrix)
Eine Matrix A heifit reduzibel (reduzierbar, zerlegbar), wenn es eine Permutationsmatrix P

gibt, mit der
pap™— A 9 (3.2)
A21 A22

gilt, wobei A1y und Ass quadratische Matrizen sind. Andernfalls heifit die Matrix irreduzibel
(nicht zerlegbar).

Die angegebene Zerlegung kann man moglicherweise auch auf die Teilmatrizen A1; und Ao
anwenden, so dass schrittweise eine Zerlegung entsteht, die die Matrix A in eine Blockdia-
gonalmatrix mit ¢ Diagonalblocken iiberfiihrt. Meist ist man daran interessiert, diese feinste
Zerlegung zu finden.

Ob eine Matrix A reduzibel ist, kann man anhand ihrer Strukturmatrix [A] erkennen, also
ohne Bezug zu den genauen Werten der Elemente von A. Man interpretiert die Strukturmatrix
[A] als Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen G(A), indem man die x-Elemente von [A]
durch Einsen ersetzt. Die dabei entstehende Matrix soll wieder mit A bezeichnet werden, weil
es bei der Uberpriifung der Zerlegbarkeit der urspriinglich betrachteten Matrix nicht auf die
Werte der von null verschiedenen Elemente ankommt.

Der direkte Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Adjazenzmatrix und des Graphen
wird durch die folgenden Aussagen zusammengefasst:

e Die Matrix A ist genau dann irreduzibel, wenn der Graph G(A) stark zusammenhéngend
ist. Entsprechend Definition 2.1 heif3t dann auch der Graph irreduzibel.

e Zerlegt man die Knotenmenge entsprechend Gl. (2.4) in Mengen V; stark zusammenhén-
gender Knoten, so erkennt man anhand der Teilmengen, ob und in welche Teilmatrizen
die Matrix A zerfillt. Die Diagonalblocke A;; haben dieselbe Struktur wie die Teilgra-
phen mit den Knotenmengen V;.

Wenn die Matrix R aus GI. (2.3) keine verschwindenden Elemente besitzt, ist die Matrix A
irreduzibel. Andernfalls erkennt man aus den Teilmengen V;, (i = 1,2,...,q), welche Zeilen
und Spalten der Matrix A zusammengehdoren, so dass die gesuchte Blockdreiecksmatrix ent-
steht. Das heif3t, dass man aus der Zerlegung der Knotenmenge die in GI. (3.2) vorkommende
Permutationsmatrix P ablesen kann.

Die Graphen G(A) = (V1,&1) und G(PAP™) = (V5,&;) der Matrix A und der permu-
tierten Matrix sind isomorph, wobei die Abbildung P : V; — V> durch die Permutationsmatrix
P festgelegt ist. Fiir die Strukturmatrix gilt [PAP™] = P[A]P", wenn man bei der Matrix-
multiplikation die *-Elemente wie Einsen behandelt.



3.3 Zerlegung von Matrizen 17

Beispiel 3.2 Zerlegung einer Matrix

Die Matrix
0O 0 0 o0 0 O
az1 az2 0 a4 0 O
_ 0 as2 0 0 0 0
A= 0 0 a43 0 0 0
O 0 as4q 0 O ase

0 0 0 0(165 0

fithrt auf eine Strukturmatrix, zu der der in Abb. 2.1 gezeigte Graph und folglich die in Gl. (2.2) ange-
gebene Adjazenzmatrix passen. Die nach Gl. (2.3) gebildete Matrix heifit

1/0 00(00
8112 5 8|0 0
- 58 45|00
R= 3|5 34|00
417 54|13 3
214 32|33

Die Blockdreiecksstruktur dieser Matrix zeigt, dass bei diesem Beispiel die Knoten — und folglich die
Zeilen und Spalten der Matrix — gar nicht umnummeriert werden miissen, um die Zerlegung durchzu-
fithren:

0|0 0O 0|0 O

az1lazz 0 a24| 0 O

_ 0 as2 0 O O 0

A - 0 0 a43 0 0 0
0|10 ass 0| 0 ase

0 0 0 0 aes 0

Die Matrix A enthilt drei Diagonalblocke und hat nur unterhalb dieser Blocke von null verschiedene
Eintrige. Sie ist also reduzierbar. Zu den Hauptdiagonalblocken gehoren diejenigen Zeilen und Spalten,
deren Knoten stark zusammenhingend sind (vgl. die zerlegte Matrix mit dem Graphen in Abb. 2.2). O
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Aufgabe

‘ Aufgabe 3.1 Struktureller Rang und numerischer Rang

Bestimmen Sie den strukturellen Rang der Strukturmatrix

0

Il
OO ¥ OO OO0
OO % O %x ©O OO
OO ¥ OO O OO %
OO % ¥ OO O OO
OO *%¥ OO0 % ©O
O % ¥ OO OOO
OO *¥ OO % OO0
OO ¥ OO OO ¥ O
¥ O ¥ OO OO OO

Geben Sie eine Matrix A € S an, deren Rang gleich dem s-Rang von S ist. Gibt es Matrizen A €
S, die in allen *—Positionen nicht verschwindende Elemente besitzen und deren Rang kleiner als der
s-Rang von S ist? Sind die Matrizen A € S reduzibel? a



